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ΘΕΜΑ 2 487 

α) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς x, y ισχύει: 

( ) ( )1 3 2 6 102 2 2 2x + y + = x + y x y− − + +   (Μονάδες 12) 

β) Να βρείτε τους αριθμούς x, y ώστε: 2 2 2 6 10 0x y x y+ + + =−  (Μονάδες 13) 

ΛΥΣΗ: 

α) Για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς x, y ισχύει: 

( ) ( )2 2 2 2 2 21 3 2 1 2 3 9 2 6 10x y x x y y x y x y− + + = − + + + ⋅ + = + − + +  

β) 
)

2 2 2 6 10 0x y x y
α

+ − + + = ⇔ ( ) ( )2 21 3 0 1 0x y x− + + = ⇔ − =  και 3 0y + = 1x⇔ =  και 3y = −  
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ΛΥΣΗ:  

α) 4 4 4 3α β α β β α β β α β
β
+

= ⇔ + = ⇔ = − ⇔ =   

 
1 4 4 5 5
4

γ γ δ γ γ γ δ γ δ δ γ
δ γ

= ⇔ = − ⇔ + = ⇔ = ⇔ =
−

 

 

β) 
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5 4

ααγ βγ βγ βγ βγ
βδ βγ β γ βγ βγ

+ +
Π = = = =

− −
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ΛΥΣΗ: 
 

α) Η παράσταση  4 5
4

x y
x y
+
−

 ορίζεται για 4 0 4x y x y− ≠ ⇔ ≠ .Με αυτόν τον περιορισμό έχουμε: 

( )4 5 2 4 5 2 4 4 5 2 8 4 2 8 5 6 3
4

x y x y x y x y x y x x y y x y
x y
+

= − ⇔ + = − − ⇔ + = − + ⇔ + = − ⇔ = ⇔
−

  

      2 2x y y x= ⇔ =  

 

β) ( )222 2 2 2 2 2)

2 2

2 3 2 22 3 2 12 2 16  8
2 2 2

x x x xx y xy x x x x
xy x x x x

α + ++ + + +
Α = = = = =  
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ΛΥΣΗ: 
α) ( )2 2 2 22 9 2 3 2 9 6 2α β α β α β α αβΚ −Λ = + + − − = + + − + =   («Σπάω» το 2 2 22α α α= + ) 

2 2 2 9 6 2α α β α αβ+ + + − + =   (αλλάζουμε την σειρά των όρων, αντιμεταθετική ιδιότητα της πρόσθεσης) 

2 2 22 6 9α αβ β α α+ + + − + =   

( ) ( )2 2 22 6 9α αβ β α α+ + + − +  

β) ( ) ( )2 23α β αΚ −Λ = + + −  

Για οποιαδήποτε α, β ισχύει ( )2 0α β+ ≥  και ( )23 0α − ≥  άρα και ( ) ( )2 23 0α β α+ + − ≥  οπότε: 

0Κ −Λ ≥ ⇔ Κ ≥ Λ  

γ) Ισχύει ( ) ( )2 23α β αΚ = Λ ⇔ + + −  0α β⇔ + = και 3 0α − =  β α⇔ = −  και 3α =   

 3β⇔ = − και 3α = . 
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ΛΥΣΗ: 
 

α) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2
2

1 1 1 0
1

α + α
= ⇔ α + β = β + α⇔ α β+β = β α +α⇔ α β−β α +β−α = ⇔

β + β
  

( ) ( ) ( )( )0 1 0αβ α −β − α −β = ⇔ α−β αβ− =  

Επειδή α ≠ β  θα είναι 1 0 1αβ− = ⇔ αβ =  που σημαίνει ότι οι α, β είναι αντίστροφοι. 

β)  ( )
( )

822 3

252−

α β
Κ = =

α αβ
  Χρησιμοποιώ την ιδιότητα ( )λκ κλα α=   και το ότι αβ=1 που απέδειξα στο α) 

 

22 24

2 251−

α β
=

α
 Χρησιμοποιώ την ιδιότητα 

κ
κ λ

λ

α α
α

−=    

 

( ) ( )2422 2 24 22 2 24 24 24 241 1− − +α β = α β = α β = αβ = =   αβ=1 που απέδειξα στο α) 
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