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3.5-3-6 3o φυλλάδιο ΛΥΣΕΙΣ  (version 21-10-2016) 

Θεώρημα IV 

i) Κάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της. 

ii) H προβολές του πάνω στις πλευρές της γωνίας ισαπέχουν από την κορυφή της.  

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

i) Έστω μια γωνία xÔy και Μ ένα σημείο της διχοτόμου της Οδ. 

Φέρουμε MA⊥Ox και MB⊥Oy. Τότε τα ορθογώνια τρίγωνα 

ΑΟΜ και ΒΟΜ έχουν: 

 κοινή
Ô   

ˆ 90

Ô

ˆ

ΟΜ

Μ Α = Μ Β

Α = Β = °

⇒




(§ 3.6 Θεώρημα Ι) είναι ίσα,  

επομένως ΜΑ = ΜΒ. 

 ii) Από την ισότητα των τριγώνων προκύπτει και ότι ΟΒ=ΟΑ. 

Αντίστροφα 

Κάθε εσωτερικό σημείο της γωνίας που:  

i) ισαπέχει από τις πλευρές της γωνίας είναι σημείο της διχοτόμου. 

ii) οι προβολές του πάνω στις πλευρές της γωνίας ισαπέχουν  από την κορυφή της γωνίας είναι σημείο 

της διχοτόμου. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

i) Έστω Μ ένα εσωτερικό σημείο της γωνίας. Φέρουμε MA⊥Ox 

και MB⊥Oy.  

Εστω ότι ΜΑ = ΜΒ. Τότε τα τρίγωνα ΑΟΜ και ΒΟΜ έχουν: 

 κοιν

ˆ 90

 

ˆ

ή
 

ΟΜ
ΜΑ = Μ

Α = Β =

Β

°

⇒




(§ 3.6 Θεώρημα ΙΙ) είναι ίσα , και επομένως 

ΜÔΑ = ΜÔΒ, οπότε το Μ είναι σημείο της διχοτόμου Οδ. 

ii) Εστω ότι OA = OB. Τότε τα τρίγωνα ΑΟΜ και ΒΟΜ έχουν: 

 κοιν

ˆ 90

 

ˆ

ή
 

ΟΜ
ΜΑ = Μ

Α = Β =

Β

°

⇒




(§ 3.6 Θεώρημα ΙΙ) είναι ίσα,  και επομένως ΜÔΑ = ΜÔΒ, οπότε το Μ είναι σημείο της  

διχοτόμου Οδ. 
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Σημείωση: Χώρισα το Θεώρημα IV σε ευθύ και αντίστροφο.Επίσης πρόσθεσα και τα ερωτήματα ii που 

δεν υπάρχουν στο βιβλίο κινούμενος στο ότι το ii του ευθέως χρειάζεται στην άσκηση Σ1 ii) και γιατί να 

το αποδεικνύουμε σε κάθε άσκηση που τυχόν χρειάζεται και να μην το ενσωματώσουμε στην θεωρία 

να το χρησιμοποιούμε όποτε θέλουμε.Ομως συνειδητοποίησα ότι και το ii του αντιστρόφου που 

αρχικά έβαλα για  λόγους συμμετρίας είναι πολύ χρήσιμο γιατί δείχνει τρόπο κατασκευής διχοτόμου 

γωνίας με ένα μόνο τριγωνάκι.Παίρνω στις πλευρές δύο ίσες αποστάσεις από την κορυφή έστω ΟΑ=ΟΒ 

και στα Α και Β φέρνω κάθετες.Το σημείο τομής τους είναι σημείο της διχοτόμου. 

Σ1. α) Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ. Η διχοτόμος της γωνίας Α̂  τέμνει τη μεσοκάθετο της ΒΓ στο σημείο Δ. 

Έστω Ε και Ζ οι προβολές του Δ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

i) Να δείξετε ότι ΕΒ=ΓΖ 

ii) Να δείξετε ότι ΑΕ=ΑΖ 

iii) Nα δείξετε ότι ΕΒ=ΓΖ=
2

ΑΓ −ΑΒ    

Λύση: 

i) Tα ορθογώνια τρίγωνα ΕΔΒ και ΖΔΓ έχουν: 

 ο Δ ως σημείο της διχοτόμου 
ˆτης  ισαπέχει από τις πλευρές της

 το Δ ως σημείο της μεσοκαθέτου 

του ΒΓ ισαπέχει από τα άκρα του

ˆ ˆ 90
τ∆Ε = ∆Ζ

Α

∆Β = ∆Γ

Ε = Ζ = °


⇒




 Θεώρημα ΙΙ είναι ίσα. 

Αρα ΕΒ=ΓΖ. 

 

ii) Tα τρίγωνα ΕΔΑ και ΖΔΑ έχουν: 

1 2

ˆ ˆ 90
 κοινή

ˆ ˆ  ΑΔ διχοτόμος

Ε = Ζ = °


Α∆ ⇒
Α = Α 

 Θεώρημα Ι είναι ίσα άρα ΑΕ=ΑΖ 

 

iii) ΓΖ = ΑΓ −ΑΖ  

      ΕΒ = ΑΕ −ΑΒ  

Προσθέτοντας κατά μέλη και δεδομένου ότι ΓΖ=ΕΒ και ΑΕ=ΑΖ έχουμε: 

ΓΖ + ΕΒ = ΑΓ −ΑΖ +ΑΕ 2
2

ΑΓ −ΑΒ
−ΑΒ⇔ ΕΒ = ΑΓ −ΑΒ⇔ ΕΒ =  οπότε τελικά (αφού ΓΖ=ΕΒ) 

2
ΑΓ −ΑΒ

ΕΒ = ΓΖ =  
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Β τρόπος: 

2

2

x x
x

x

ΑΕ ΑΖ⇔
ΑΒ+ = ΑΓ − ⇔

= ΑΓ −ΑΒ⇔
ΑΓ −ΑΒ

=

=

 

 

β) Να λύσετε το ίδιο πρόβλημα θεωρώντας την 

εξωτερική διχοτόμο της Α̂ , η οποία τέμνει τη 

μεσοκάθετο της ΒΓ στο σημείο Δ΄, με προβολές τα 

σημεία Ε', Ζ' στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

i) Να δείξετε ότι Ε’Β=ΓΖ’ 

ii) Να δείξετε ότι ΑΕ’=ΑΖ’ 

iii) Nα δείξετε ότι Ε’Α=ΑΖ’=
2

ΑΓ −ΑΒ    

Λύση 

 
i) Tα ορθογώνια τρίγωνα Ε’Δ’Β και Ζ’Δ’Γ έχουν: 

εξ

 ο Δ  ως σημείο της διχοτόμου 
ˆτης  ισαπέχει από τις πλευρές της 

 το Δ  ως σημείο της μεσοκαθέτου 

του ΒΓ ισαπέχει από τα άκρα του

ˆ ˆ 90
τ′ ′ ′ ′ ′∆ Ε = ∆ Ζ

Α

′ ′ ′∆ Β = ∆ Γ

′ ′Ε = Ζ = °


⇒




 § 3.6 Θεώρημα ΙΙ είναι ίσα. 

Αρα Ε’Β=ΓΖ’ 

 

ii) Tα τρίγωνα ′ ′Ε ∆ Α  και ′ ′Ζ ∆ Α  έχουν: 

1 2

ˆ ˆ 90
ˆ το Δ  ως σημείο της διχοτόμου της  ισαπέχει από τις πλευρές τους

ˆ ˆ ˆ η ΑΔ  διχοτόμος της 
εξ

εξ εξ
εξ

′ ′Ε = Ζ = °
′ ′ ′ ′ ′∆ Ε = ∆ Ζ Α ⇒


′Α = Α Α 

 § 3.6 Θεώρημα ΙΙ  

είναι ίσα. οπότε Ε’Α= ′Ζ Α  
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ΑΕ ΑΖ′ ′ΓΖ Β+ = + Ε ⇔

ΑΒ +ΒΕ + ΑΓ ′− ΑΖ = ΑΓ −ΓΖ + ΑΒ

2 2

′+ ΑΕ ⇔
′ ′ΒΕ − ΑΖ = −ΓΖ + ΑΕ ⇔

′ ′ΒΕ + ΓΖ = ΑΕ + ΑΖ ⇔
′ΒΕ = ΑΖ

 

iii) Tα τρίγωνα ΕΑΔ και ΖΑΔ έχουν: 

1 2

ˆ ˆ 90
 κοινή

ˆ ˆ

Ε = Ζ = °


∆Ε ⇒
Α = Α 

 Θεώρημα Ι είναι ίσα, οπότε ΕΑ=ΑΖ 

 

 

Αν θέσω Ε’Α= x′Ζ Α =  τότε: 

2

2

x x
x

x

′ ′Ε Β = Ζ Γ ⇔
ΑΒ+ = ΑΓ − ⇔

= ΑΓ −ΑΒ⇔
ΑΓ −ΑΒ

=

 

δηλαδή 
2

x ΑΓ −ΑΒ′Ζ Α = =′Ε Α = . 

2
x ΑΓ −ΑΒ′ ′ΑΖ = Α′ΒΕ = ΑΕ Ε= = =  

τελικά 2
2

ΑΓ −ΑΒ′Ε Ε = ΑΒ+ = ΑΒ+ ΑΓ −ΑΒ = ΑΓ  

 

2
2

ΑΓ −ΑΒ′Ε Ε = ΑΒ+ = ΑΒ+ ΑΓ −ΑΒ = ΑΓ  

  

2
2

ΑΓ −ΑΒ′Ζ Ζ = ΑΓ − = ΑΓ −ΑΓ + ΑΒ = ΑΒ   

mailto:asepfreedom@yahoo.gr


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


