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(ΚΑΒ)-(ΚΑΒ) = 2 π-R2 ·60° R 2 V 3 l nR2 R2V3 
360 

4. Έχουμε ΑΒ = ΓΒ = 90° . Άρα ΑΓ = ΒΓ = λ4 = RΛ/2 . 

Παρατηρούμε ότι: μ + τ : nR" 
(1), γιατί η ΑΒ είναι 

διάμετρος. Επίσης 
n 

(ΑΒΓ) + τ = (ΓΑΒ) = 

\2 

π-ΓΑ -90° 
360° 

π · ( Κ ^ ) π-R2 

(2) 
4 2 

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι μ + τ = (ΑΒΓ) + τ ή μ = (ΑΒΓ). 

Γ ενικές Ασκήσεις 

1. α) Έχουμε ΟΚ = α6 = RA/3 . Όμοια 

OK = OA = ΟΜ = ON = OP = ΟΣ RA/3 

Α Γ λ3 R ^ 3 Επίσης ΚΛ = = — = 
2 2 2 

ΚΛ = AM = ΜΝ = ΝΡ = ΡΣ = ΣΚ 

και ομοια: 

R>/3 

(1) 

(2) 

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι το ΚΛΜΝΡΣ 
είναι κανονικό εξάγωνο με κέντρο Ο. 

R2V3 β) Έχουμε (ΑΒΓΔΕΖ) = 6(ΟΑΒ) = 6 -

ισόπλευρο με πλευρά R. 

(3), γιατί το τρίγωνο ΟΑΒ είναι 

R>/3 
\2 

Επίσης (ΚΛΜΝΡΣ) = 6(ΟΚΛ) = 6 · ν
 2 / 

• Λ / 3 
6 3R2a/3 (4), γιατί το τρίγωνο 

ΟΚΛ ει. όπλευρο με πλευρά 
, RA/3 
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Από τις (3) και (4) προκύπτει ότι: (ΚΛΜΝΡΣ) = — (ΑΒΓΔΕΖ). 
4 

γ) Η ακτίνα ρ του κύκλου του εγγεγραμμένου στο ΚΛΜΝΡΣ είναι 
^ΤΤ Ra/3 Λ/3 3R τ -, „ 3R 3πR ,Α ρ = ΟΗ = = — . Αρα L = 2π · ρ = 2π . Αρα 

2 2 4 4 2 
„ 3R 3πR Ε=2π·ρ=2π = . 

4 2 

2. α) Επειδή ΑΒ = λν είναι ΑΟΒ = 

Άρα 

2 360° π·α4 · — -
(Ο· Α'Β') = 

Επίσης 

360° 

π· RA/2 
\2 

360 
ν 

360 

n /ηΛ 
πΚζ 

360° 

360° 

n-Rz 

2ν 
(1) 

ε= (Ο ΑΒ) - (Ο Α Β ) = 360° 

πΚ' πR 2πΚΔ nRz 

KFT 
2ν 

(2) 
ν 2ν 2ν 2ν 2ν 

Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι: ε = (Ο · Α' Β'). 
R.2 

β) Είναι ε = ·<=> 2νε = πR2, από το (α) ερώτημα. 
2ν 

3. Έστω Α, Α2 Αν ένα κυρτό ν-γωνο. Εξωτερικά αυτού 

κατασκευάζουμε τα. ορθογώνια 
Α1Α2Γ1Β1,Α2Α3Γ2Β2(...,ΑνΑ1ΓνΒν 

με ίδιο ύψος υ και συνδέουμε τις εξωτερικές πλευρές αυτών 
με τόξα κύκλων που γράφουμε με κέντρα τις κορυφές και 
ακτίνα υ. Τότε οι κ. τομείς 

n n n 
Αι Γ ν Β], Α2 Γ ,Β 2 , — ,Α ν Γν_]Βν είναι τομείς ίσων κύκλων ακτίνας υ. Άν 

μ1μ2,...,μν, είναι τα μέτρα των επικέντρων γωνιών Β)Α|Γν, Β 2 Α 2 Γ Β ν Α ν Γ ν _ 1 

αντίστοιχα και ει,ε2,...εν τα εμβαδά των αντιστοίχων κυκλικών τομέων έχουμε: 
πυ2μ! πυ2μ2 πυ 2μ ν 

£ι = , ε? — > ? ε ν — 
360 360 360 
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απο τις οποίες προκύπτει: ε, + ε 2 + +εν 
πυ 
360 

(μ, + μ 2 + +μ ν ) ( ΐ ) 

Αλλά μ, = 360° - 90° - 90° - Α, = 180° - Α, 

Όμοια μ2 = 180° - Α2 , ,μν = 180° - Α ν , οπότε 

μ, + μ2+ +μν = 180ν- (Α, + Α2+....+Αν) = 180ν- fl 8 0 ν - 360)= 360 

οπότε η (1) δίνει ε [ + ε 2 + +ε ν =πυ 2 . 

4. Έστω χ η ακτίνα των κύκλων. Επειδή οι κύκλοι εφάπτονται 
μεταξύ τους εξωτερικά και εφάπτονται επίσης στις πλευρές του 

τετραγώνου έχουμε: 4χ = α δηλαδή χ = —. 
4 

Αν Κ, Λ, Μ και Ν είναι τα κέντρα των κύκλων τότε το ΚΆΜΝ 
είναι τετράγωνο γιατί 

ΚΛ = AM = ΜΝ = ΝΚ = 2χ και Κ = 90° (η γωνία Κ έχει " 

παράλληλες πλευρές με την Α = 90°). Το ζητούμενο πλέον εμβαδόν ε θα δίνεται από 
n π χ2 · 90 η2 

την: ε = (ΚΑΜΝ) - 4(Κ HZ) = (2χ)2 - 4 = 4χ2 - π χ 2 = (4 -π) -

\ Κ Η/V 

Λ Ί Υ Μ 

y V 
Μ 

y 

360 16 

5. α) Ε = λ^ = (κ·\/2)" = 2R2 = 2 · 1600 = 3200 m2. 

β) Αν ρ είναι η ακτίνα κάθε κυκλικής γλάστρας έχουμε: 

2ρ = OA - ΟΒ = R - α4 = R - = 40 - 20Λ/2 <=> 
2 

ρ = 10 2̂ - λ/2 ) οπότε το εμβαδόν κάθε κυκλικής 

γλάστρας είναι ε = πρ2 = 200π ^3 - 2λ/2 ) m2 και το 

εμβαδόν του μέρους που καλύπτουν οι γλάστρες είναι 

800π ^3 - 2Λ/2 j m2. 

γ) Το εμβαδόν του μέρους που θα φυτευθεί με γκαζόν είναι: 

πΚ2 - λ * -4ε=π·16ΟΘ-0θΛ/2]2 -800π(3-2Λ/2) -

= 800π(2Λ/2-ΐ)-3200πι2 

6. α) Ο εγγεγραμμένςο κύκλος έχει προφανώς ακτίνα 

Β 

Ο 

II -Ρ*
 

25 Β 
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ρ = 25m, επομένως το εμβαδόν του είναι πρ2 = 25πιτΓ. 
β) Αν χ είναι η ακτίνα καθενός απ' αυτούς τους κύκλους και Κ το κέντρο ενός απ' 

αυτούς έχουμε: ΑΚ = xyfl, ΚΓ = χ, οπότε από την ισότητα OA = ΟΓ + ΚΓ + ΚΑ 

προκύπτει: 2542 = 25 + Χ + ΧΛ/2 <=>...<=> Χ = 25^3-2Λ/2^ και επομένως: 

Ε =πχ2 = 625^17 - 12-^2 ) = 18,4m2. 

7. Έστω Α Β και Γ Δ δύο πλευρές του 15-γώνου και ω η 
γωνία που σχηματίζουν οι προεκτάσεις αυτών. Αν 

Π 
υποθέσουμε ότι το τόξο ΒΓ περιέχει ν πλευρές του 

n 
15-γώνου τότε, το Α Δ θα περιέχει 15 - ν - 2 = 13 
- ν πλευρές και επομένως θα είναι 

n n 
ΒΓ = ντ και Α Δ = ( 1 3 - ν)τ, όπου 

1 
ΑΒ 

15 
-360°= 24°. 

Η γωνία ω είναι τότε: 
ι ( n η ^ 
• Α Δ - Β Γ 

< j 
ω : —[(13 - ν)τ - ντ] = ^ (13 - 2ν)τ = (13 - 2ν) · 12°. (1) 

Ο 13 - 2ν είναι ένας θετικός ακέραιος και επομένως η ελάχιστη τιμή τους είναι το 1, 
οπότε 13 — 2ν = 1 ο ν = 6 και από τη (1) προκύπτει πλέον ότι romin = 1 · 12° = 12°. 

Σχόλιο: 
η η 13 

Παραπάνω υποθέσαμε ότι Α Δ > ΒΓ £=> 13- ν > ν <=> ν < —. Στο ίδιο αποτέλεσμα 

n n ι ί γλ n 
καταλήγουμε αν Α Δ < ΒΓ · τότε όμως ω = — I ΒΓ- ΑΔ 

Δ Δ 
8. α) Τα τρίγωνα ΜΑΔ και ΣΑΒ είναι ορθογώνια στο 

Μ και Σ αντίστοιχα, οπότε έχουμε: AM2 = ΑΓ · ΑΔ 
και ΑΣ2 = ΑΓ · ΑΒ. 

Με αντικατάσταση των AM2 και ΑΣ2 στην AM2 = 2 
ΑΣ2 προκύπτει ΑΔ = 2ΑΒ. 
β) Επειδή ΑΔ = 2ΑΒ, το ΑΔ είναι σταθερό τμήμα 

και αφού ΑΜΔ = 90°, το Μ βρίσκεται σε ημικύκλιο 
διαμέτρου ΑΔ. Επειδή όμως το Μ ανήκει στη Γχ και οι ακραίες θέσεις του Γ είναι Α 
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και Β, ο γ.τ. του Μ είναι το τεταρτοκύκλιο ΑΜΜ0 , όπου Μ0 η τομή της καθέτου της 

ΑΒ στο Β και του ημικυκλίου διαμέτρου ΑΔ. 
2π·ΑΒ 1 

γ) Το μήκος £, του τόξου ΑΜο είναι -π ΑΒ και το μήκος (.ι του 

1 
ημικυκλίου διαμέτρου ΑΒ είναι ί 2 ~ —π ΑΒ και επομένως ί\ =£2. 

9. α)Έχουμε:ε, = ( Ο Α Γ ) - ( Ο Α Γ ) (1)και ε2 = (ΟΑΒ)-(ΟΑΒ) (2). 

Από τις (1), (2) παίρνοντας υπόψη ότι 
(ΟΑΓ)=(ΟΑΒ) (γιατί η AO είναι διάμεσος στο 

Δ n n 
ΑΒΓ) προκύπτει: ε, - ε2 = ( Ο Α Γ ) - ( Ο Α Β ) (3) 

n n 
Επειδή όμως ΑΒ = ΑΔ έχουμε ότι 

n n 
(Ο ΑΒ) = (Ο ΑΔ) , οπότε η (3) γίνεται 

n 
ε, - ε2 = (ΟΓΔ). 

β) Έστω (Λ,χ) ένας εγγεγραμμένος κύκλος στο κυκλικό τμήμα χορδής ΑΓ και (Κ, KM) 
ο κύκλος ο εγγεγραμμένος που εφάπτεται στο μέσο Μ της χορδής ΑΓ. Τότε: 
2χ = , Τ Σ = ΟΤ - ΟΣ = R - (ON + ΝΣ) < R - ON και επειδή ON > ΟΜ αφού ΟΜ 
κάθετη στην ΑΓ, έχουμε: 2x < R - ΟΜ = ΟΔ - ΟΜ = ΜΔ ο χ < KM, που είναι και το 
ζητούμενο. 
γ) ί)Έστω ρ,, ρ2 οι ακτίνες των μεγίστων εγγεγραμμένων κύκλων στα κυκλικά τμήματα 

χορδών ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα. Τότε: 2ρι = R - ΟΜ = R - ρ, = ~ ί R - ™ J. Ομοια: 

1 
ρ

2 — 
R - — |, όπου β = (ΑΓ) και γ = (ΑΒ), οπότε: 

2 , 

Ε] + Ε2 =πρ2 +πρ2 = — 
4 

R + R 2R2 + β + γ R(3 + γ) 

= —[2R2 + R2 - R(3 + γ)] (1) γιατί β2 + γ2 = α2 = 4R2. 
4 

Αλλά με τριγωνική ανισότητα στο ΑΒΓ παίρνουμε β + γ > 2R και επειδή είναι δυνατόν 
το Α να συμπέσει με το Β έχουμε β + γ > 2R, οπότε από την (1) προκύπτει ότι 

Ε, + Ε2 < • πΚζ 
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n n g p n 
ii) Όταν ΒΔ = 120° είναι ΑΒ = 60° , οπότε: ΑΒ = — <=> γ = R και ΑΓ = 120°, οπότε 

r R 2 — Λ / 3 ΑΓ = λ3 <=> β = RV3. Οι ακτίνες ρι, ρ2 είναι τώρα ρ, = — και ρ2 = - — — R , οπως 
4 4 

προκύπτει από τις παραπάνω εκφράσεις των ρ1; ρ2. Έτσι έχουμε: 

Ε, +(7 + 4λ/3)Ε2 = γ R2 + ^7 + 4λ/3^7 - 4Λ/3|R2| = 
πR 

10. α) Επειδή ΟΒ//ΟΒ' είναι Οι = 0 ' ι και αφού οι 
* n n -

κύκλοι είναι ίσοι θα είναι (Ο ΑΒ) = (Ο' Α' Β') 

β) Είναι: 

(Ο ΑΒ) + (Ο ΑΒ')=(0' Α'Β') + (Ο' ΑΒ') = (Ο' Α Α'). 

γ) Επειδή ΟΒ//=ΟΈ'το ΟΒΒΌ' είναι παραλληλό-
γραμμο οπότε Β Β ' = 0 0 ' άρα ΒΒ'= ΑΑ' και 

n η 
επομένως (Ο' ΑΑ') = (Κ ΒΒ') οπότε από το β) 

προκύπτει το ζητούμενο. 
δ) Προσθέτουμε και στα δύο μέλη του γ) το εμβαδόν του μεικτογράμμου τριγώνου ΑΒΓ 

και στη συνέχεια αφαιρούμε και από τα δύο μέλη της προκύπτουσας το εμβαδόν του 
κυκλικού τμήματος χορδής ΓΒ', οπότε προκύπτει η ζητούμενη σχέση. Τέλος, για να 
γίνει μέγιστο το ε, αρκεί το εμβαδό του παραλληλογράμμου (ΟΒΒΟ') = ΟΟ' • ΒΔ να 
γίνει μέγιστο, το οποίο συμβαίνει όταν η ακτίνα ΟΒ γίνει κάθετη στην ΟΟ'. Έτσι τα 
ζητούμενα σημεία Β, Β' είναι τα σημεία των κύκλων (Ο), (Ο') αντίστοιχα για τα οποία 
ΟΒ, 0 ' Β Ί _ 0 0 ' . 




